El6készitd jegyzetek

A valésagban és a gazdasdgi életben a legtébb valtozé jovébeli
értéke ismeretlen.

Példak.: az dllamvizsga-jegyetek, sikeriil /nem sikeriil az dllamvizs-
gatok, a jovedelmetek egy év miilva, a holnapi lej-eurd arfolyam.

Valésziniiségi valtozé (vv): olyan valtozs, amelynek ismerjiik
a lehetséges értékeit és az ezekhez rendelt valdszinliségeket, de
a megvaldsuldsa elétt nem ismerjiik a pontos értékét.

Egy valdsziniiségi valtozé megvaldsuldasa egy olyan esemény,
amely sordn felveszi egy lehetséges értékét.

Példak.

1. Dobdkocka. Melyek a lehetséges értékek és ezek valdsziniiségei?
2. A holnapi lej-euré arfolyam. Melyek a lehetséges értékek és
ezek valdsziniiségei?

A lehetséges értékek szerint a valdsziniiségi valtozék lehetnek
diszkrétek és folytonosak.

Egy folytonos valésziniiségi valtozé egy vagy tobb intervallum-
bél minden értéket felvehet. Pl.: a holnapi lej-euré arfolyam.

Egy diszkrét valésziniiségi valtozé csak jol elhatdrolt értékeket
vehet fel. Pl.: a dobodkocka.

Egy mdsik példa: Két munkahelyre pdlydzol, az egyiken 1500
lej, a masikon 1000 lej a fizetés. Az elsére 0.3, a masodikra 0.4
valészintiséggel vesznek fel. Tehat, a fizetésed egy valdsziniiségi
valtozé. Melyek a lehetséges értékek és ezek valdsziniiségei?

Ebben a kurzusban tébbnyire folytonos valésziniiségi valtozdkkal
fogunk dolgozni.

Folytonos valdsziniliségi valtozék

Egy X folytonos valésziniiségi valtozét egyértelmiien meg lehet
hatdrozni a hozzérendelt eloszldsfiiggvény (F') vagy a hozzaren-
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delt stirliségfiiggvény (f) 4ltal.

Az eloszlasfiiggvény minden x valds szamra értelmezett, és az
F (z) = P (X < x) képlettel hatarozzuk meg, ahol P (X < x)
az (X < x) esemény valésziniiségét jeloli.



Megjegyzés. P (X =x) =0,ésezért P(X <z) = P(X < x)
barmely X folytonos valésziniiségi valtozéra és x valds szamra.
Hasonléan:

Pla<X<b = Pla<X <bl=Pla<X <0
= Pla< X <b].

Tehat egy folytonos vv lehetséges értékeinek a valésziniiségét az
eloszlasfiiggvény intervallumokra hatdrozza meg.

Az eloszlasfiiggvény csak 0 és 1 kozotti értékeket vesz fel és
novekvd. Ezért F'(—oo0) =0 és F (4o00) = 1.

Egy intervallum valésziniisége: P [a < X < b] = F(b)— F(a).

A suriiségfiiggvény az eloszlasfiiggvény derivéltja: f (x) =
F'(x).

Mivel F' névekvo, ezért f nem vehet fel negativ értékeket. Mds
fontos tulajdonsagok:

|7 @yas =1,

P(a<X<b):/abf(ac)dx.

Varhato érték és variancia

Legyen X folytonos valdsziniiségi valtozo.

X vaérhato értéke:
0
E[X] :,u:/ x f(x)dx.
— o0

Tulajdonsag. Ha g (X) az X vv egy fiiggvénye, akkor

Elg())= [

©.¢)

" 9(a) f(@)d,

Peldaul, ha g (X) = X2, akkor B |X2| = [ 22 f(z)dz.

Az X valészinliségi valtozé variancidja (szérasnégyzete):
2 2
var(X):a2:E[(X—u)2] :E[X ] — .

A fenti tulajdonsdg alapjan

var (X) :/

0.}

(@ pPfa)de = [ oPf(a)de - .



Legyenek X1, Xo, ..., X, megfigyelések egy bizonyos eloszlashoz
(pl. a lej-eurd napi drfolyam az elmilt n munkanapon).

Gyakorlati szempontbdl a varhaté érték az a szam amely koriil
csoportosulnak a megfigyelések.

A varhato érték becslofiiggvénye a megfigyelések mintadtlaga:

X1+ Xo4 oo + Xn
n

X

A variancia egy pozitiv szdm, amely megmutatja, hogy a meg-
figyelések mennyire szérédnak szét a varhaté érték koriil: minél
nagyobb a variancia, annal nagyobb mértékii a szétszorddas.

A variancia (egy) becsléfiiggvénye:

2 1 &

— Z(Xi—7)2.
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Az egyenletes eloszlds ( The uniform distribution)

Az egyenletes eloszlast egy [a,b] intervallumon értelmezziik,
stirliségfliggvénye

1
. haa<zx<b
fl@)y=1"""¢
0 masképp,
eloszlasfiiggvénye
(0 hax <a
F(z) = i haa <x<b
b—a
1 x > b.

Az eloszlas neve ("egyenletes") onnan szdrmazik, hogy egy ilyen
eloszldsi X vvra, annak a valésziniisége, hogy X az [a,b] bi-
zonyos részintervallumdban van, csak az intervallum hosszatdl
fligg, és nem a helyétdl.

Viérhat6 érték: p = [0z f (z)dz = G’T‘I'b.

2
Variancia 02 = [ 22 f(x)dx — pu? = (b=a)”



A normal eloszlas ( The normal distribution)

A normal eloszlast egyértelmiien meg lehet hatdrozni a p varhato
értéke és a 02 variancidja segitségével. Egy ilyen eloszldsti X vv
jelolése X ~ N (u, o). Siriiségfiiggvénye:

exp| ———=— ], ahol —oc0 < < oo.
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Frobability density function
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The red line is the standard narmal distribution

Cumulative distribution function

Sr=va W

X
Colors match the image above

Fenndllnak az osszefiiggések:
oo
| sl o)de =1
— o0
(. @]
BIX]= [ af(alno)de = p

var (X) = /o:o (z — p)? f(z|p, o)ds = o2

A slirtiségfiiggvény szimmetrikus a varhaté érték koriil.

A normal eloszlas a fontossdgat a Koézponti hatareloszlas-tételbdl
nyeri, |dsd aldbb.



Ha u© = 0 és o2 = 1 a standard normal eloszlast kapjuk,

melynek siiriiségfiiggvénye

2
d(z) = exp (—%) , ahol — o0 < 2z < 0.

1
V2T
A standard normal eloszlds eloszlasfiiggvénye

z 1 t2
e 2dt.

¢(z):P(Z§z):/

—00 V27

Ennek a megkozelitd értékeit tdblazatba foglaltdk; pontosabb
értékeket statisztikai programok segitségével lehet kapni.

Egy nem standard normil eloszlast vvhoz rendelt valésziniiségeket
a kovetkez6 tulajdonsdg segitségével szamitjuk ki. Ha X ~

N (,u, 02), akkor

X —p

Z = ~ N (0,1)

(szamitsuk ki Z varhaté értékét és variancidjat).

A t eloszlas (Student’s t distribution)

A normal eloszldshoz hasonléan, a varhaté értéke koriil szim-
metrikus eloszlas.

Probability density function
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A normal eloszlastdl eltéréen, a t eloszlds varhaté értéke mindig
0.

Egy paraméter hatdrozza meg, amelyet szabadsagi foknak (de-
gree of frredom) neveziink (az abran df-fel jelolik).

Az eloszlas jeldlése: t (df).
Végtelen szabadsagi fok esetén (df = oo) a siirliségfiiggvénye

megegyezik a standard normdl eloszlas siirliségfiiggvényével (az
abrdn a fekete vonal).



A t eloszlds bizonyos statisztikai tesztek miatt nagy fontossagu.
Példa: Megfigyelések atlaganak a tesztelése

Tegyiik fel, hogy az X7, Xo, ..., Xy, megfigyelések normal elos-
zlastak, viszont nem tudjuk a vdarhaté értékiiket és a varian-
cidjukat. Azt szeretnénk tudni, hogy a megfigyelések O varhato
értekiiek-e.

Statisztikai tesztek

Ehhez a statisztikdban egy tin. statisztikai tesztet vagy prébat
dolgoztak ki. A teszt logikai helyessége megkdvetel néhdny fo-
galmat és alap&sszefiiggést.

Egy statisztikai teszt legfontosabb Gsszetevije a tesztstatisztika
(vagy egyszeriien statisztika), ami a megfigyelésekbdl kiszami-
tott olyan becsléfiiggvény, amely alkalmas a probléma vizsgélatara.
Ezt jeloljik T'-vel.

Azt az dllitast, amelyet vizsgdlunk, nullhipotézisnek nevezziik,
jele Hy.

//////

jele Hy.

A szignifikancia szint egy o szam, amelyet leginkdbb 0.05-nek
vesznek (még lehetséges értékek: o = 0.01 vagy 0.1).

Az elfogadasi tartomany az a (ci, ¢p) intervallum, amelyre
P(61<T<02):1—a.

Ezt az intervallumot a 7" statisztika eloszldsa alapjan hatdrozzuk
meg.

A statisztikai teszt lépései:

1. megvalasztjuk a-t,

2. meghatdrozzuk az elfogaddsi tartomdanyt,

3. kiszamitjuk a T" értékét a megfigyelésekbdl,

4. a teszt eredménye: ha T' € (c1,c¢p), nem utasitjuk el Hy-t;
ha T ¢ (c1,cp), elutasitjuk Hop-t.

A példa folytatdsa

Hgo:pu=0, Hy:u#0(Hqlehet u > 0is, ebben az esetben
az elfogaddasi tartomanyt mdsképp hatdrozzuk meg). Legyen
a = 0.05. Az ehhez a nullhipotézishez kidolgozott statisztika:

ahol




a szoras becslofliggvénye.

A T statisztika egy vv, minek eloszldsa: T' ~ t (n — 1). Az elfo-
gaddsi tartomanyt tgy hatdrozzuk meg, hogy c; = —c¢, co = ¢
és

P(—c< T < ¢)=0.95.

A. Most tegyiik fel, hogy van egy 100 megfigyelésbdl allé mintdnk,

amire X = —0.088, s = 0.874. A teszt lépései:

1. o =0.05

2. ¢ = 1.96, tehat az elfogaddsi tartomany (—1.96,1.96)
3 T — \/_X 10( 0.088) _ 4 o7

0.874
4. Mivel T = —1.007 € (—1.96,1.96), nem utasitjuk el Hp-t.

B. Most tegyiik fel, hogy van egy mdsik 100 megfigyelésbdl
all6 mintank, amire X = 0.774, s = 1.009, és ugyanazt a
nullhipotézis szeretnénk tesztelni. A teszt |épései:

1. aa =0.05

2. ¢ = 1.96, tehat az elfogadasi tartomany (—1.96,1.96)

3.7 =YX _ 100774 _ 7 671

1.009
4. Mivel T = 7.671 ¢ (—1.96,1.96), elutasitjuk Hy-t.

Két vv kozotti Osszefliggés

Az X1, X5 vvk kovariancidja:

cov (X1, X2) = E[(X1-—
= E[X1X)]

E[X1]) (X2 — E[X2])]

— E[X1] E[X?]

azt fejezi ki, hogy a vwvk mennyire nének vagy csokkennek egyiitt.
Pl., ha cov (X1, X2) > 0, akkor X7 és Xy egyiitt né vagy
csokken. Ha cov (X1, X2) < 0, akkor X7 novekedése X

csokkenésével torténik. Ha cov (X1, Xp) ~ 0, akkor X7 és
X5 véltozasa kozott kevés Gsszefiiggés van.

Az X1, X5 korrelaciés egyiitthatdja:
cov (X1, X2)
\/var (X1) var (X>2)

hasonléan méri a két vv valtozdsat, viszont az értéke le van
sziikitve -1 és 1 kzé. Ha cov (X1, X2) = 0vagy corr (X1, X?)
0 akkor azt mondjuk, hogy az X1, X5 vvk nem korreldltak.

corr (X1, Xp) =



Normal eloszlasu vektorok

X
Az X = ( Xl ) kétvaltozds v vektor normdl eloszlasi pu =
2

H1 ) varhaté értékkel és

M2
2
oy 012
variancidval (kovariancia matrixszal) ha a siirliségfiiggvénye
1 1 1
f@) = pep{ @ T @ m],
o7 |X|1/2 2

ahol (z — p)' = (21 — p1, 22 — o) az © — p vektor tran-
szponaltja (csak egy jelolés); tehat

(2= 1) T (2 — ) = (21— g, 22 — i) T2 ( 1~ 1 )

L2 — K2
a |X| a ¥ matrix determindnsa. Jeldlés: X ~ N (u, X).

Tulajdonsédgok:
- X1 ~N 02). Xo~ N o2) peremeloszlasok
1 (Ml? 1) X2 HU2,05) P

- cov (X1, X2) = o012
- Ha X7, X5 nem korreldltak, akkor 1o = 0 és ezért

2
(o1 O
z—(o )

Ezt behelyettesitve az (X7, X5) siirliségfiiggvényébe, kapjuk,
hogy

f(z1,22) = f(21) - f(22).

Ez az 6sszefliggés azt jelenti, hogy az X1, X5 vvk fiiggetlenek.
Tehat: Két normal eloszlast nem korreldlt vv fiiggetlen.

Példa. A dobodkocka dobds utdni értéke és a holnapi lej-eurd
arfolyam fiiggetlen vvk.

Hasznos tulajdonsagok. Legyenek X, Y, Xj,..., Xy, nem
feltétleniil normal eloszldsu vvk.
Ela]l = a, var(a)=0.
ElaX] =aF[X].
E[X+Y]=E[X]+ E[Y].
Var [aX] = a?Var [X].
Var[X £ Y] =Var[X]+ Var[Y]£2Cow [X,Y].
. Ha X és Y nem korreldltak, akkor E [XY] = E[X] E[Y]
és Var[X — Y] =Var[X]+ Var[Y].
7. Var[ X1+ -+ Xn] = Var[Xq] + -+ + Var[Xn] +
23" Cov | X;, X .
i<j
8. Ha Xy,---, Xy paronként nem korreldltak, akkor
Var[ X1+ -+ Xp] =Var[X1] + -+ Var[Xs] .
9. Ha X ~ N (,u, 02), akkorX—;E ~ N (0,1) mert E [&H} =

g
0 és var (%) =1.

ok wn =



A mintadtlag tulajdonsdgai nagy mintdk esetén

Legyenek X7, ..., Xp fiiggetlen wk 1 varhat6 értékkel és o2

variancidval. Az

X o4+ X
< — 1+ + Xn

n
mintaatlagra fenndllnak az aldbbiak:

E(X)= (Z X) ZlE(Xi):%éH:H

1=1

N

n

var(Y) = Z%var(X)— 2Z’UCL’I“(X)—

zln

o

n

A nagy szamok torvénye: Nagy minta esetén (n >>) a
mintadtlag j6l megkdzeliti a valédi atlagot, vagyis X ~ u.

Ez abbdl is latszik, hogy F (7) = 1 és var (7) = %2 ~ 0.

K6zponti hatdreloszlas-tétel: Nagy minta esetén (n >>) a

. . - 2 7z
mintadtlag j6l megkozeliti az N <u, %) eloszlast.

Tehat nagy minta esetén a mintadtlag megkozelitéleg normal
eloszldsu.




